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第 章4
定 积 分

微分法: )?()( =′ xF

积分法: )()?( xf=′
互逆运算

•不定积分的概念与性质

•换元积分法

•分部积分法

•有理函数和可化为有理函数的积分

不
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4.1 不定积分的概念和性质

4.1.1  原函数的概念

4.1.2  不定积分的概念

4.1.3  基本积分表

4.1.4  不定积分的基本运算法则
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4.1.1 原函数的概念
定义4.1.1.若在区间I上,可导函数F (x)的导函数为f( x),

则称 F (x) 为f (x)在区间 I 上的一个原函数 .

问题: 1.在什么条件下, 一个函数的原函数存在?

2.若原函数存在, 原函数的结构如何?

3.若原函数存在, 应如何求原函数?

( )sin cos , sin cosx x x x′ = 一故 是 的 个原函数

( ) ),0(1ln >=′ x
x

x ( ) 1ln 9 ( 0)x x
x

′
+ = >
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定理1(原函数的存在定理)

(下章证明)

初等函数在定义区间上连续

初等函数在定义区间上有原函数

连续，

定理2(原函数的性质)

(2) f (x)的任意两个原函数之间只相差一个常数.

证:

(1) ( ) ( )
.

F x C f x
C

+ 也是 的一个原函数，其中

为任意常数( const ant )
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])()([ ′−Φ∴ xFx )()( xFx ′−Φ′= 0)()( =−= xfxf

故 0( ) ( )x F x CΦ − = )( 0为某个常数C

即 0)()( CxFx +=Φ 属于函数族 .)( CxF +

即

定理2(原函数的性质)

(2) f (x)的任意两个原函数之间只相差一个常数.

由(1)，（2）： f (x) 的所有原函数都在函数族

F (x) + C 内, 其中C 为任意常数.
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若 则

( C 为任意常数 )

C 称为积分常数

不可丢 !

=∫ xe xd Ce x +

=∫ xxdsin Cx +− cos

其中 — 积分号 — 被积函数

— 被积表达式— 积分变量

4.1.2 不定积分的概念
, ( )

( ) ( )
4.1

d

.

)

2

(

I f x
f x f x dx I

f x x∫

在区间 上 函数 带有任意常数项

的原函数称为 （或 ）在 上的不定积分，

记作：

定义
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例1  求 ∫ dx
x
1

解

0,||ln1
≠+=∫ xCxdx

x
综合起来有，

=∫ xx d2 Cx +3
3
1

是常数1,
1

1d 1 −≠+
+

= +∫ µ
µ

µµ Cxxx
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例2 设曲线通过点(1, 2), 且其上任一点处的切线

斜率等于该点横坐标的2倍, 求此曲线的方程.

解

所求曲线过点(1 ,2), 故有

因此所求曲线为 12 += xy

y

xo

)2,1(
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1.不定积分的几何意义:

的原函数的图形称为

xxf d)(∫ 的图形 的所有积分曲线组成

的平行曲线族.
y

xo 0x

的积分曲线 . 

相同横坐标下，
切线相互平行
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[
xd

d)1( ∫ xxf d)( ] )(xf=

3. 四个等价说法

(4) ( ) ( ) .f x dx F x C= +∫);()(')3( xfxF =

2. 微分与积分之间的关系:

[d ∫ xxf d)( ] xxf d)(=或

Cx +=∫ d)2( )(xF ′ )(xF 或 C+=∫d )(xF )(xF

(1)  f (x)是F (x)的导函数；(2)  F (x)是f (x)的原函数；
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( ), ( ) , ( ) .f x f x dx f x dx′∫ ∫
例3  设 arctan x是f (x)的一个原函数,求

2

1( ) (arctan )
1

f x x
x

′= =
+

解

( ) arctanf x dx x C= +∫

2
1( ) ( ) .

1
f x dx f x C C

x
′ = + = +

+∫

因为 arctan x是f (x)的一个原函数,故

从而,
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4.1.3 基本积分表（一)
=∫ xkd)1( ( k 为常数)Cxk +

=∫ xx d)2( µ Cx ++
+

1
1

1 µ
µ

=∫ x
xd)3( Cx +ln

)1( −≠µ

2

d(4)
1

x
x

=
−

∫ Cx +arcsin 或 Cx +− cosarc

2

d(5)
1

x
x

=
+∫ Cx +arctan 或 Cx +− cotarc

注 同一个函数的不定积分，可以通过不同的形
式表达，但经过恒等变形可以相互转化. 
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=∫ xxdcos)6( Cx +sin

(8) =∫ xxdsec2 Cx +tan

=∫ xxdsin)7( Cx +− cos

=∫ x
x
2sin

d)9( =∫ xxdcsc2 Cx +− cot

=∫ xxx dtansec)10( Cx +sec

=∫ xxx dcotcsc)11( Cx +− csc

=∫ xe x d)12( Ce x +
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=∫ xa xd)13( C
a

a x
+

ln
2

sh
xx eex

−−
=

Cx +ch

=∫ xxdch)15( Cx +sh

=∫ xxdsh)14(

2
ch

xx eex
−+

=

注 基本积分表的重要性:
是求不定积分的依据;
是学好高数后续内容(定积分、重积分、线积分、

面积分、微分方程)的基础.
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4.1.4 不定积分的基本运算法则
定理4.1.1 设 f (x), g (x)的原函数存在, k, l是常数,则

[ ( ) ( )] ( ) ( ) .kf x lg x dx k f x dx l g x dx+ = +∫ ∫ ∫
例4 求

解 原式 = xxxx d)44( 22
1

∫ +−
−

Cxxx ++−= 2
1

2
3

2
5

8
3
8

5
2

dxxdxxxx ∫∫∫
−

+−= 2
1

2
1

2
3

44d

xxxx d)44( 2
1

2
1

2
3

∫
−

+−=

5 3 1
2 2 2

1 2 3
2 8 8
5 3

x C x C x C= + − + + +
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解 原式 = x
xx

xx d
)1(

2)1(
22

22

∫ +
++

Cx
x

++−= arctan21

例5 求

x
x

x
x

d
1

12d1
22 ∫∫ +

+=

例6 求

解 原式 dxxxx ∫∫ += 2tand2

Cxx
x

+−+= tan
2ln

2

22 d (sec 1)x x x dx= + −∫ ∫ 22 d sec 1x x xdx dx= + −∫ ∫ ∫
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例7.求

dx
x

dx
x ∫∫ += 22 cos

1
sin

1

x
x

d
2sin

4
2∫

.d
cossin
1)2(    ;d

2
cos

2
sin

1)1( 2222
x

xx
xxx ∫∫

解(1)原式 = x
x

d
sin

4
2∫ Cx +−= cot4

dx
xx
xx

∫
+

= 22

22

cossin
cossin

Cxx +−= cottan

或：原式

(2)原式= Cx +−= 2cot2

tan cot 2cot 2x x x− = −

2= 4csc dx x∫
2= 4csc 2 dx x∫
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解：设lnx = t，则x = et，原式变形为




>
≤

=′
0  ,
0   ,1

)(
te
t

tf t

当t ≤ 0时， ∫ ∫ +==′= 1)()( Ctdtdttftf

当t > 0时， ∫ ∫ +==′= 2)()( Cedtedttftf tt

).(,
1,
10,1

)(ln. xf
xx
x

xf 求设例




>
≤<

=′

所以
1

2

0
( )

0t

t C t
f t

e C t
+ ≤

=  + >

1

2

0
( )

0x

x C x
f x

e C x
+ ≤

=  + >
即 × ( )f x 未必可导！
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解：设lnx = t，则x = et，原式变形为




>
≤

=′
0  ,
0   ,1

)(
te
t

tf t

当t ≤ 0时， ∫ ∫ +==′= 1)()( Ctdtdttftf

当t > 0时， ∫ ∫ +==′= 2)()( Cedtedttftf tt

故f (t)处处连续，于是有处处存在，由于 )(tf ′
11

00
)(lim)(lim CCttf

tt
=+=

−− →→

22
00

1)(lim)(lim CCetf t

tt
+=+=

++ →→
由此可得 C1 = 1+C2 ，





>+
≤++

=
0    ,
0  ,1

)(
tCe
tCt

tf t所以




>+
≤++

=
0    ,
0  ,1

)(
xCe
xCx

xf x即

令C2  =C

).(,
1,
10,1

)(ln. xf
xx
x

xf 求设例




>
≤<

=′
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内容小结

1. 不定积分的概念

• 原函数与不定积分的定义

• 不定积分的性质

• 基本积分表

2. 直接积分法:

利用恒等变形, 及基本积分公式进行积分.

常用恒等变形方法

分项积分

加项减项

利用三角公式,代数公式 ,

积分性质
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